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§ 1. Einleitung 
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für Xi,y^[0, °o); 
Eine Verallgemeinerung von (1) ist die Ungleichung 
(2) M v ( k ( X i , y $ ) f ^ k { M i , ( x d g , M y ( y ^ ) , 
wobei <p,'il/, x streng monotone stetige Funktionen, /, ' g, h positive Funktionen auf 
einem Intervall I sind, / r : / X / —I und 
( 3 ) M<p(xi, ...,x„)f = M<p(x:)f = cp
 1 
Zf(xd'p(xi) 
i — 1 
Z f ( x d 
i — 1 
In [11] haben wir (unter geeigneten Bedingungen) notwendige und hinreichende 
Bedingungen für (2) gegeben. Ebenda haben wir spezielle Ungleichungen vom Typ 
(2) untersucht (s. noch [4], [5], [8]). 
In dieser Arbeit werden die allgemeineren Mittelwerte 




studiert, wobei f i , f 2 , ••• positive Funktionen und cp eine streng monotone stetige 
Funktion sind. In § 2 geben wir (unter gewissen Voraussetzungen) notwendige und 
hinreichende Bedingungen für die Ungleichung 
M„(k(xi,y$)Si s k(M^(xdgi, Mx(y,)„,)• 
In §.3 lösen wir das Gleichheitsproblem der Mittelwerte (4), während wir in § 4 alle 
quasihomogenen Mittelwerte vom Typ (4) bestimmen. 
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§ 2. Eine allgemeine Ungleichung 
Es sei I ein beliebiges Intervall, R bzw. R+ die Mengen der reellen bzw. posi-
tiven reellen Zahlen. Der Kürze halber führen wir die folgenden Bezeichnungen ein: 
Q(I) = {F\F:I~R+), 
D(I):!={<p\(p'-I-~R, <P differenzierbar auf I, (p'(x)?íO für x£l}, 
D(I2)^{k\k:IXI-~I, k total differenzierbar auf / X / } . 
Liegt <p in D(I), so ist (p streng monoton. 
S a t z 1. Es seien <p, x¡,, i£D(I), / } , g j , hjdQ{l) (j= 1 ,2 , . . . ) , k^D(I2). Wir 
setzen ferner voraus, daß 
(A) die Reihen 2 §j(x)> 2 hj(.x) für x£l divergent sind, 
í= i j=i 
(B) die (endlichen) Grenzfunktionen 
m m 
2 f j { k ( t , s ) ) 2 f j { k ( t , s ) ) 
lim ^ = G(t, s), lim ^ = H(t, s) 
""" 2 g j ( t ) 2hj(s) 
j=i j=i 
für t, s£ I existieren. Die Ungleichung 
(5) M9{k(xt, y¡))f¡ á k(M^X¡)g¡, Mx(y¡)h,) 
, y¡£/; n = 2, 3, ...) gilt dann und nur dann, wenn die Ungleichungen 
s CO, v A « , . „ . , / , , < „ / - / « . , ) * . ( , , s ) 
/i/r alle u, v, t, s£l (i= 1 , 2 , . . . ) erfüllt sind. 
B e w e i s . Notwendigkeit. Substituieren wir in (5) « É i ; x¡ = u, xl = --- = x ¡ _ 1 = 
= x ¡ + 1 =••• =xn = t; y¡ = v, y, =••• = j ; _ i = J ¡ + , =••• =.V„=J. Ist (p eine wachsende 
Funktion, so erhalten wir 
(7) Ü» ^ » - ^ ( ^ ( r , , , ^ 
S 2'fÁk(t,s))[q>(k(Tn,Sn))-cp(k(t,s))], 
j= i 
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wo 
(8) T„= r 1 
Z'gjiOHt) 
j ^ t 
gi(M)+2'gj(ß) 
^ j=i 




und a j = 2 a j ~ a - • D a "CW und 5) differenzierbare Funkt ionen sind, gilt: 
J'= 1 J = I 
(9) <p(k(Tn,S„))-cp(k(t,s)) = 
= [(pXk(t,s)) + a>J(kXt,s) + co2)(T,,-t) + {ks(t,s) + co3)(Sn-s)], 
wo üj; —0 ( / = 1 , 2 , 3 ) für ( r „ , S„)-~(t, s). Wegen der Bedingung (A) hat man 
lim T. = 1, lim Sn = s, die Funktionen co, genügen also der Relation lim ro—O n-*™ n-*•00 
( / = 1 , 2 , 3 ) . ' 
Es sei erstens u^t, dann ist T„ ̂  t und 
(10) lim (Tn-t) 2 ' f j ( W t , s ) ) = 
n-00 j=l 
&(") + 2 ' g j ( 0 
J = I T„-t 
Für w = f ist diese Limesrelation offenbar richtig. Genauso erhalten wir, daß 
(11) lim(S„-.) 2 ' f j ( k ( t , s ) ) = liöl flS)H(t,s)hiv) 
gilt. Auf Grund von (9), (10), (11) folgt (6) aus (7) mit 11 —• Im Falle einer abnehmen-
den Funkt ion cp verläuft der Beweis ebenso. 
Hinlänglichkeit. Setzen wir in (6) nacheinander 
u = xi, t = M^(xi\i, s = Mx(y^i,. ( / = 1 , ...,n) 
und addieren die gewonnenen Ungleichungen, so erhalten wir 
(12) 
woraus (5) folgt. 
<p(M(p(k(xi,yi))fy<p(k(t,s)) ^ 
<P'{k(t,s)) ~ ' 
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B e m e r k u n g e n . 1. Steht in (5), (6) S oder = statt S , so ist der Satz 1 auch 
.gültig. 
2. Es bezeichne £", die Menge derjenigen (u, v, t, s), für welche in (6) das Gleich-
heitszeichen besteht. Aus dem Beweis der Hinlänglichkeit kann man einsehen, daß 
•die Gleichheit in (5) genau dann besteht, wenn (x,-, j,-, t, s)£ £ ( für / = 1 , 2 , . . . , « 
.gilt, .wobei / = s = Mx(yi)h.-
3. Mit k(x,y)=x erhalten wir aus dem Satz 1 notwendige und hinreichende 
Bedingungen für die Ungleichung 
<13) M„(x,)fl S (*,.)„ (*,-£/; n = 2, 3, ...). 
Im Spezialfall f = / , g , = g ( / = 1 , 2 , ...) wurde diese Ungleichung in [6], [7], [10] 
untersucht. 
In Satz 1 kann die Gestalt der Funktionen G(t, s), H(t, s) sehr kompliziert 
:sein. Hier geben wir einen Spezialfall an, bei welchem diese Funktionen einfach 
•ausgerechnet werden können. 
S a t z 2. Es seien cp, ij/, / £ Z ) ( / ) , fJt g j , hj^Q(I) ( . / = 1 , 2 , . . . ) , k^D(l2). Wir 
-setzen ferner voraus, daß die (endlichen) Limesfunktionen 
lim f„(x) = fix), lim gm(x) = g(x), lim h j x ) => h(x) 
Iii —-CO m OO m —- OO 
-existieren, und in Q{1) liegen. Die Ungleichung 
, yi))ft S k (M, (x,.)9(, Mx (yi)h) 
<.v,., yt (z 1; /7 = 2, 3, ...) gilt genau dann, wenn die Ungleichungen 
<p{k(u, v))-(p(k(t, s)) f(k(u, v)) ^ 
<p'{k(t,s)) f(k(t,s)) -
ll/(u)-ljj(t) gi(u) x(v)-x(s) h,(p) 
= Vit) g{t) k'{t>S)+ x'(s) h(s) kÄt>S) 
in, v, t, s£l; /= 1, 2, ...) erfüllt sind. 
Zum Beweis nehmen wir in Betracht, daß nach dem Satz von O. STOLZ (siehe 
x . B. [9]) die Relationen 
2 f j ( k ( t , s)) 
G(t, s) = lim - = lim MkQ,s)) _f(k(t,s)) 
2 g j ( t ) * ( 0 
j= i 
,"= 1 . _ UHU .V)) _ f(k(t,s)) 
Z f j ( k { t , s ) ) 
H(t, s) = lim ^ = lim -
in^oo ^t h (s) "m\öJ n\ö/ 
1 
.gelten. Da die anderen Bedingungen des Satzes 1 erfüllt sind, folgt Satz 2 aus Satz 1. 
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§ 3. Das Gleichheitsproblem 
Wir werden hier das Funktionalgleichungssystem 
(14) M ^ x ^ M ^ x X , 
lösen, wo €/>(/) , fj,gj£Q(0 0 = 1; 2, ...), *,•€/ (« = 2 , 3 , . . . ) . Wir setzen 
ferner voraus, daß 
(A t ) die Reihe 2 S j ( x ) f ü r divergent ist, j'-1 
( B J die (endliche) Grenzfunktion 
m 
2 № 
lim^i = G(t) (tei) 
z gm 
ex i s t i e r t . D a n n gil t d e r 
S a t z 3. Die Gleichheit 
(14) M9(x,)/t = M+( xdet 
besteht bei beliebigen x ( 6 / (n = 2, 3, ...) dann und nur dann, wenn 
(15) H x ) = + > 
K J r w . c<p(x) + d 
und 
(16) g,(x) = kf;(x)(c<p(x) + d) ( / = 1 , 2 , . . . ) , 
wo a, b, c, d, k Konstanten sind mit den Einschränkungen 
(17) k(c2+d2)(ad-bc) ^ 0 und 
(18) -j$<P(I), fa"s 
Hier ist q>([) (bzw. $ ( [ ) ) der Wertbereich von q> (bzw. \{/) auf I. 
B e m e r k u n g . Im Spezialfall / } ( x ) = / ( x ) , gj(x)=g(x) (j= 1, 2, ...) wurde dieser 
Satz in [3] (unter Diiferenzierbarkeitsvoraussetzungen) und in [2] bewiesen. 
Beweis. Aus Satz 1 folgt, daß (14) dann und nur dann gilt, wenn die Glei-
chungen 
(19) = * , ( ( « , / € / , , • = 1 , 2 , . . . ) 
erfüllt sind. Setzen wir in (19) t = t0£l, so erhalten wir 
(20) Mu)*(u)=g-(u)¥(u)G(t0) 
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mit 
1 ' W <P'Oo) ' ^ «A'Oo) ' 
Auf G r u n d von (20) wird 
m m 
z m m z g j W W i Q 
(22) G(t)<P(t) = lim ^ = lim = V(t)G(t0). 
7 = 1 J = 1 • 
( G O o ^ O , da sonst wegen (19) (p(u) = <p(t0) was unmöglich ist.) Mit Hilfe von (20), 
(22) ergibt sich aus (19) 
(23) 
Aus (23) folgt für u,t?±t0 
<P(u)-$(t) <P(t) _ y(M)-y(Qy(Q 
<P'(i) 0(H) ~ i F ( ö 
Setzen wir hier t = ti£l, t^^t^, so wird wegen (21) 
wo die Kons tan ten a, b, c, d durch cp(t,), (p'itj, ip(tj), t^'O,) 0 = 0, 0 ausgedrückt 
werden können. Hier m u ß 
(25) c2 + d2 > 0, ad-bc ^ 0 
gelten, da sonst yji (u) (eventuell außer u = t0) nirgends endlich bzw. konstant wäre, 
was unmöglich ist. Auf Grund der Stetigkeit gilt (24) auch fü r u = t0. Dami t ist 
die Richtigkeit der Formel (15) bewiesen. Im Falle 0 zeigt die Umschre ibung 
. a ad—bc 
= ~ c2(p^ + d c 
von (15), daß die Bedingung (18) gelten muß . 
Setzen wir (15) in (19) zurück, so erhalten wir 
(26) A . = ^ w - Ä f ü r 
/ , 0 0 c(p(u)+d G(t)(cq>(t) + d) 
Nehmen wir t = l0,tl in (26), so ergibt sich 
' 1 = konstant = k ^ 0 (u£l; / = 1 , 2 , . . . ) , 
/¡•00 ap{u) + d 
d.h. (16) und (wegen (25)) (17) sind erfüllt. 
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Gelten (15), (16), (17), (18), so sieht man leicht, daß die Gleichungen (19) auch 
gelten. 
Damit haben wir den Satz 3 bewiesen. 
§ 4. Quasihomogene Mittelwerte 
Es sei E eine beliebige Menge und 
DE(1) = {Q\Q\ EXl — /}. 
Der Mittelwert M^ ix^ j , heißt quasihomogen bezüglich der Funktionenfolge 
Q ^ D E ( I ) ( / = 0 , 1, 2, . . . ) , f a l l s 
2.fi(xi)<P(xi) 
i= 1 
Zfi^iit, xd)<p{Q0{t, a , )) 
/ 




Z / K * ) 
¡=1 
für alle teE, x^I; / = 1 , 2 , . . . , « ; n = 2 , 3 , . . . erfüllt ist. 
Im folgenden Satz werden wir voraussetzen, daß für alle festen t£E, 
Q0(t,-)£D(I), 
(A2) die Reihe 2 f j ( x ) ( * £ / ) divergent ist, 
j= i 
(B2) die (endliche) Grenzfunktion 
für t£E, x £ / existiert. 
2 f j ( ß j ( t , x ) ) 
lim = F(t,x) 
2 f j ( x ) 
i= 1 
S a t z 4. Der Mittelwert M,p(x¡)f ist dann und nur dann quasihomogen bezüglich 
der Funktionenfolge Qt £DE(/)(/ = 0, 1,2, ...), wenn die Funktionen (p, f . dem Funk-
tionalgleichungssy stem 
m(o (t vY> á(t)(p(x) + b(t) 
(28) 
¿-(fí^,*)) = k(t)fi{x)(c(t)(p{x) + d(t)) ( / = 1 , 2 , . . . ) 
k(t){c(tf + d(tf){a{t)d{t)-b{t)c{t)) * 0, 
genügen. 
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B e w e i s . Führen wir bei fixem t£E die Bezeichnungen 
(29) ilf (.x) = <p(Q0 (t, x)), g, (x) =fi(Qi (t, x)) ( 1 = 1 , 2 , . . . ) 
ein, so erhalten wir aus (27) 
(30) M ^ x X ^ M J x ^ . 
Laut Satz 3 besteht (30) genau dann, wenn 
(31) 
c(p (x) + d 
gi(x) = kf;{x) (<:<p(x) + d) (/ = 1, 2, . . .) 
k(c2 + d2)(ad-bc) ^ 0, -j$<p(I), falls c ^ o j 
gilt, wo die „Konstanten" a, b, c, d und k noch von dem bisher fix gehaltenen t ab-
hängen. Mit (29) geht so (31) in (28) über, w. z. b. w. 
Es seien jetzt Q0=tx, Q. — tr,x (r,^ 0) ( / = 1 , 2 , . . . ; t, x 6 (0, = / ) und wir 
setzen voraus, daß die Funktionen fj<zQ(I) stetig sind und ferner die Bedingungen 
(A2), (B2) (mit den obigen ß ; (/ = 0, 1,2, ...)) erfüllen. Dann gilt der folgende Satz 
(vgl. [2] Satz 3, wo die Homogenitätsgleichung M v { t x ^ f = t M v { x ^ f gelöst wurde). 
S a t z 5. Der Mittelwert Mlft(x,)^ ist genau dann quasihomogen bezüglich der 
Funktionen tx, tr'x ( r ^ 0 ; / = 1,2, ...; t, x£ (0, = / ) wenn M<p(x,)y. von der Gestalt 
(32) M,p{X i)u = exp 
oder von der Gestalt 
i= 1 
2 M f / r < i= 1 





ist, wo a^O, p, ki > 0 (/ = 1,2, ...) Konstanten sind. 
B e w e i s . Nach dem Satz 4 genügen die Funktionen dem Gleichungssystem 
a(t)<p(x) + b(t) 
(34) 
( 3 5 ) 
~ c(t)cp(x) + d(ty 
Mt'-x) = k(t)Mx)(c(t)cp(x) + d(t)) (/=1,2,...) 
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und den Nebenbedingungen 
k(t){c(t)2 + d(t)2){a(t)d{t)-b(t)c(t)) * 0, 
(36) 
falls c{t) * 0. 
I. Betrachten wir erstens den Fall c ( / ) = 0. Dann erhalten wir aus (34), (36)> 
die Gleichung 
(37) <p(tx) = A(t)cp(x) + B(t) ( * , / € ( 0 , ~ ) , A(t) = B(t) = . 
Eine einfache Rechnung zeigt, daß die Funkt ion <P(x) = (p(x) — q>(\) der Funk t iona l -
gleichung 
(38) <P(tx) = a$(t)<P(x) + <?>(/) + <P(x) 
genügt. Wegen der Differenzierbarkeit von <p sind die Lösungen der Gleichung (38)J 
die Funktionen 
<S>(x) = a\nt (a = 0), <P(x) = ( a ^ O ) 
(siehe [1], Seiten 59—61). Daraus folgt, daß 
(39) (p(x) = a In x + b oder cp(x) = ~x" + b. 
Mit den Bezeichnungen tr' = s, k(s*lri)d(silr<) = Dt(s) folgt aus (35) 
Msx) = A(-v)/;0) 
und wegen der Stetigkeit von ft wird fl(x) = kixh< Ar,. > 0 . Weil fj(tr'x)/J](x) von i 
nicht abhängt, so m u ß ¿>,/",=/> (konstant) sein und damit ist 
(40) / , ( * ) = ( i = I , 2 , . . . ) . 
Mit den Funktionen (39), (40) erhalten wir die Mittelwerte (32) und (33). 
IL Zweitens untersuchen wir den Fall 0. Mit Hilfe der Bezeichungeik 
tri = s, k(sllr<)c(si/ri) = c , ( s ) , k(silr<)d(si/ri) = DJs) 
erhalten wir aus (35) 
(41) /¡(sx) = Ci(s)fi(x)cp(x) + Di(s)fi(x) {s,xi( 0, / = 1 , 2, . . . ) . 
f-(s) Das Einsetzen x = l zeigt, daß D J s ) = 1 — (s1)Q?(1) Ji \ ' / 
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gilt. Setzen wir diese Formel in (41) zurück, dann wird 
fi(x) Fi («) = Ci(s) Fi (.x) (<•/) (,v) - cp (1)) + F, (s) Ft (x) 
Wegen der Gleichheit F ^ s x ) = F^xs) ergibt sich 
Ci(s)Fi(x)(<p(x)-cp(\)) = C M F W f y W - v i l ) ) , 
d.h. mit x = 2 
(42) 1 C , ( i ) = A, F,(s)(<p(s)-<p0)). 
Hier sind die Konstanten At von Null verschieden, da sonst C,.(s) = 0 und c( i ) = 0 
wäre. Mit Hilfe der Formel (42) erhalten wir die Gleichung 
<43) Ft(sx) = F ^ F ^ + A ^ G J x ) , 
wo G ;(x) = / ^ X f p W - r K I ) ) ist. 
Die stetigen Lösungen von (43) können mit wohlbekannten Methoden (siehe 
'[1], S. 196—201) bestimmt werden. Diese Lösungen sind 
(44) Fi(x) = ( «,*"• + / ? , ) A Gi(x) = (yix"> + Öi)xi><; 
(45) Fi(x) = (cci In x + ß;)x\ G,(x) = (yi lnx + SJx*'; 
(46) Ff x) = (y.i sin üi In x + ßi cos at In x)xb<, 
G, (x) = (y,- sin In x + öj cos o ; In x) xbi; 
wo die Konstanten an bv an ß., yn öi noch gewisse Relationen erfüllen. Eine ein-
fache Rechnung zeigt, daß die Funktionen (45), (46) der Bedingungen 
<47) f , ( l ) = l , G,.(1)=0, F, . (x)>0, G,(x)j&0 für * € ( 0 , / = 1 , 2 , . . . 
und der Gleichung (43) gleichzeitig nicht genügen. Aus (44) folgen nach (43), (47) 
die Relationen ß. = 1 — a ; , di = — yn 1 > 0 , yi ^0, af — -f Aiyf = 0. Wegen 
cp(x)-(p( 1) = Gl(x)lFtix) hängt G,. (*)//", (x) nicht von / ab. Dies ist nur dann 
möglich, wenn a,. = a ^ 0, 1 Sa(- = a > 0 , yi = a ^ 0 (/ = 1, 2, ...) gilt. Wir erhalten also 
,(48) (pix) = (y + « y 0 ) ) ^ + 0 - » ) y 0 ) - y 
ax" + 1 — et ' 
/ / ( * ) = / i ( l ) ^ < ( « - + l - a ) 0 = 1 , 2 , . . . ) . 
D a laut Satz 3 die Mittelwerte Mv(x.^)f, gegenüber einer Transformation der Gestalt 
(15), (16) invariant sind, erzeugen 
(49) ipix) = x", f i x ) = kiX»' (k, = / ¡ ( 1 ) , / = 1, 2, . . . ) 
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d e n s e l b e n M i t t e l w e r t , wie d ie F u n k t i o n e n (48) . A u f G r u n d v o n (35) h ä n g t / ( i r ' ; t ) / / ( ; c ) 
n i c h t v o n i a b , a l s o m u ß 6,-r. ( k o n s t a n t ) b z w . ¿>,. = plrt s e in . M i t d e n F u n k -
t i o n e n (49) b e k o m m e n w i r w i e d e r d e n M i t t e l w e r t (33) . D a m i t h a b e n w i r d e n S a t z 5 
v o l l s t ä n d i g b e w i e s e n . 
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